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Wavelets und JPEG 


Die Grundidee des JPEG-Formats

Es werden nicht die absoluten Farbwerte der Pixel eines Bildes, sondern die Änderung von Pixel zu Pixel wird betrachtet. Ist der Mittelwert benachbarter Pixel bekannt, so können über die Abweichungen vom Mittelwert die ursprünglichen Informationen wieder erhalten werden. Sehr kleine Änderungen können vernachlässigt werden, so dass es ausreicht, nur den Mittelwert zu speichern.

Mittelwert und Detail

Sei f=(9; 7; 3; 5; 1; 1; 1; 5) eine Datenreihe, die z.B. die Grauwerte von 8 Pixeln beschreibt.

Eine äquivalente Darstellung kann durch folgende Überlegung gewonnen werden:

Es wird der Durchschnitt der Werte und die Abweichung (Details) der tatsächlichen Werte von diesem Durchschnitt berechnet. Dieses Verfahren für jeweils 2 nebeneinander liegende Werte vorgenommen. Die beiden Werte haben dann (bis auf das Vorzeichen) dieselbe Abweichung vom Mittelwert. Wird das Verfahren auf das Ergebnis wieder angewandt usw., erhält man folgende Tabelle:

	Durchschnitte
	Detailkoeffizienten

	9  7  3  5  1  1  1  5
	

	8  4  1  3
	1  -1  0  -2

	6  2
	2  -1

	4
	2


Die ursprüngliche Information steckt in der  Datenreihe (4; 2; 2; -1; 1; -1; 0; -2). Denn vom groben Mittelwert 4 aus kommt über die Details zur vorangehenden Näherung usw. Dieser Wiederherstellung eines Bildes liegt eine Rekursion zu Grunde und ist daher angenehm zu programmieren. Grafisch ist dieser Prozess in einem Baumdiagramm darzustellen.
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Stellt man die Datenreihe f in einem Schaubild dar, ist die Zerlegung  bzw. die Rekonstruktion auf der folgenden Seite grafisch dargestellt.

Die Mittelwerte (Skalierungen) beschreiben die Situation immer gröber. Durch Überlagerung mit den zugehörigen Details (blau, Schaubilder rechts) ergibt sich das vorhergehende Skalierungsschaubild (schwarz, Schaubilder links).

Grafische Darstellung der Zerlegung in Mittelwerte und Details:
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Eine Kompression ist durch diese Transformation nicht erfolgt. Würde auf die Details der höchsten Auflösungsstufe verzichtet, halbierte sich die Datenmenge. Sinnvoller ist es, auf betragsmäßig kleine Details zu verzichten. Dadurch werden die sich wenig unterscheidenden Farbwerte benachbarter Pixel durch deren Mittelwert ersetzt.

Mathematisierung

Aus obiger Grafik ist ersichtlich, dass das Originalschaubild aus einfachen Bausteinen zusammengesetzt werden kann:

Für die Skalierung: 
Rechtecksfunktion 
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  und daraus abgeleitete Ableger.

Für die Details: 
Wellenfunktion 
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 und daraus abgeleitete Ableger.

Ableger entstehen wie folgt: Es wird in x-Richtung um den Faktor 2 gestaucht und verschoben, wobei die Verschiebungsweite ein Vielfaches der „Breite“ des Ablegers sein muss.

Mathematische Beschreibung:

Skalierungsfunktion: 
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Ableger: 
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Wellenfunktion: 
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Anleger: 
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Dabei ist j die Ablegergeneration. Die Faktoren 
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 dienen der Normierung. 

[image: image33.wmf]2

,

1

F

[image: image34.wmf]2

,

0

F

[image: image35.wmf]2

,

3

Y


Sind unsere Ausgangsdaten Funktionswerte von f an den Stellen 
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, so ist 
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Mit der Darstellung über Skalierung und Details:
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Allgemein: 
[image: image11.wmf]å

å

-

=

=

-

Y

+

F

=

1

j

0

l

2

0

i

l

,

i

l

,

i

1

l

d

)

x

(

c

)

x

(

f


Bestimmung der Koeffizienten 
[image: image12.wmf]l

,

i

d

: 

Es ist 
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und 
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  (kann man sich an den Schaubildern klar machen).

Daher ist 
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 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]l
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  , da 
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 normiert ist.

Entsprechend:
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Bei verlustbehafteter Kodierung werden geeignete Summanden weggelassen. Es wird ein Schwellenwert 
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 gewählt, und falls 
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 ist, wird der Summand ignoriert.

Strukturelle Überlegungen

Das Original wird aus Wavelets aufgebaut. Dazu wird die Originalfunktion mit einem Waveletsatz untersucht: Der Koeffizient 
[image: image21.wmf]ò

Y

1

0

j

,

i

dx

)

x

(

)

x

(

f

 ist ein Maß für das Gewicht, das das Wavelet 
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 beim Aufbau von f hat. Liegt gute Übereinstimmung vor, ist der Wert des Integrals groß, bei schlechter Übereinstimmung betragsmäßig klein.
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Als Waveletsatz muss nicht der oben benutze dienen. Aber um eine parallele Vorgehensweise sicher zu stellen, muss u.a. gelten, dass
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Die Wavelets müssen eine Orthonormalbasis eines Vektorraumes darstellen, wobei das Skalarprodukt durch das obige Integral definiert ist.

In der Praxis wird je nach Anwendungsfall ein möglichst gut geeigneter Waveletsatz benutzt. 

Bei der Wavelettransformation wird untersucht, wie stark eine bestimmte „Frequenz“ in der zu transformierenden Funktion auftritt; es wird eine Transformation vom Ortsraum in den Frequenzraum durchgeführt (s. Fourieranalyse!).

Das JPEG-Verfahren

Bei einem Transformationsschritt wird das obige Verfahren auf jede Zeile des Bildes und dann auf jede Spalte angewandt. Auf die Skalierungswerte wird das Verfahren nochmals angewandt usw.
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Veranschaulichung an einem Bild::
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Da sich in der Praxis viele Datailinformationen zu Null ergeben, lohnt sich der Einsatz der Lauflängenkodierung. Man erhält Komprimierung ohne Informationsverlust. Bei Komprimierung mit Informationsverlust kann eingestellt werden, bis zu welcher Größe die Koeffizienten durch Null ersetzt werden.

Eine Verbesserung wird auch durch die Anpassung an biologische Gegebenheiten erreicht. Nicht alle physikalisch realisierten Farbwerte werden vom Auge unterschieden. Auch findet vor der Frequenzanalyse eine Transformation in den YUV-Raum statt. D.h.: Es wird die Helligkeit (Y) sowie die Rot-Grün-Balance (U) und die Gelb-Blau-Balance(V) untersucht.

Vorteile des JPEG-Verfahrens:

· Bilder können verlustfrei oder beliebig verlustbehaftet komprimiert werden; 
User kann Kompressionsrate selbst bestimmen


· Skalierbares Bildladen
Progressiver Bildaufbau ist möglich. 

· Unschärfen bleiben lokal begrenzt.
(Wavelets sind im Gegensatz zu trigonometrischen Basisfunktionen lokal begrenzt)
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